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Examen d’Analyse 1: Session normale
(26 Décembre 2018, Durée 1h30)

Exercice I : Soient a > 0 un nombre réel et f : [a, +00[— R une fonction dérivable sur
la, +00[ telle que f'(z) — 0 quand x — 4o00. Soit b > a un réel arbitraire.

(1) Montrer que pour tout x > b il existe ¢, €]b, x| tel que

flx xr—>b f(b
J@) gzt fO)
x x x
(2) Montrer que pour tout ¢ > 0 il existe B > 0 tel que pour tout z > B on a
f@)
x

(Indication: utiliser la définition de la limite f’(x) — 0 quand z — 4o00. De plus
comme b est arbitraire dans la question (1) vous pouvez le choisir convenablement. )
(3) Que peut on conclure ?.

Exercice II: Les deux parties suivantes sont indépendantes:

(A) Soit g : [a,b] — [a,b] la fonction continue vérifiant
|g<t>_g(5)’<|t_8‘a vt,SE[a,b], t#S

(A-1) Montrer qu’il existe un unique A € [a, b] solution de 1'équation g(z) = =.

(A-2) Soit la suite récurrente vy € [a, b et v, = g(v,) pout tout n € N. Montrer
que la suite (|v, — A|)n>0 est monotone et est convergente vers une limite p.

(A-3) Montrer qu’il existe une sous-suite (Vyn))n>0 de la suite (v,)n>o telle que
Vp(n) —> pavec p = A+ ou p=X\— [

(A-4) Dans cette question on suppose que p = p+ A. En utilisant la question (A-1),
montrer que = 0 et que v,, = A quand n — +o0.

(B) Soient 3,k €]0, +00[ et ¢ : R — R une fonction vérifiant
() —v(s)| <k Jt—s”,  VtseR (Hp)

(B-1) Montrer que v est uniformément continue sur R et qu’il existe une constante
C € R telle que |¢(t)] < C + k|t|? pour tout ¢t € R.

(B-2) Dans cette question on suppose que > 1. Montrer que ¢ est identiquement
nulle (Indication: il suffit de montrer que 1 est dérivable sur R et que ¢'(t) = 0
pour tout ¢ € R).

(B-3) Soit 8 €]0,1] et ¥ une fonction vérifiant (Hz). Montrer que la fonction
t — sin(t) vérifie la condition (H;) (dans le cas § = 1) avec k = 1. De plus,
montrer que la fonction h(t) = sin(¢)(t)) pour ¢ € R vérifie la condition (Hp).

(B-4) Montrer que la fonction ¢ 3 R + sin(1/|t|) est uniformément continue sur R.
(Indication: utiliser les questions (B-1) et (B-3).)
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Département de Mathématiques Université Ibn Zohr, Agadir
Faculté des Sciences A.U. 2018/2019
Filiere SMA1-SMI1 Hadd

Correction détaillée de I’ Examen d’Analyse 1

(Session normale, décembre 2018)

Exercice I : Soient a > 0 un nombre réel et f : [a, +0o[— R une fonction dérivable sur
[a, +00[ telle que f'(z) — 0 quand x — 4o00. Soit b > a un réel arbitraire.

(1) Montrer que pour tout x > b il existe ¢, €]b, x| tel que

F@) 2=t SO

i T T

Démonstration. Soit © > b fixé. Comme f est dérivable sur [b, z], alors d’apres le
théoreme des accroissements finis, il existe ¢, €]b, z| tel que

f(@) = f(b) = f'(ca)(z = D).
Comme z # 0 (car b > 0), alors on peux déviser par x dans I'inégalité en haut on a

f@) _ plSagh | S0)

T X T

(2) Montrer que pour tout € > 0 il existe B> 0 tel que pour tout x > B on a

/()

T

<€

(Indication : utiliser la définitionnde 1a limite f'(x) — 0 quand x — +oo. De plus
comme b est arbitraire dans la question (1) vous pouvez le choisir convenablement.)

Démonstration. D’apres. (1), pour'tout b > a pour tout x > b on a

Tl ey + 1O (¥

Soit € > 0. Le fait quenf’(x) — 0 quand x — 400 implique qu'il existe b; > 0 tel
que |f'(z)] < § dés que x> b;. D’autre part, d’apres (1) et (x) il existe ¢, > b tel

que
x , b
O < ey + 0L
x x
Comme ¢, > by alors |f'(c,)| < §. Dot
b
x>b1:>ﬁ §£+‘f(1)|. (E1)
x 2 x
Il existe by > 0 tel que
|f(b)| e
b —=. E2
>y — U2 (E2)



Soit B := max{by,by}. Alors d’apres (E1) et (E2) on a

x>B = ‘@ <e€
x
O
(3) Que peut on conclure 7.
Démonstration. L’assertion dans (2) implique que
lim m =0.
t—+oco X

O

Exercice II : Les deux parties suivantes sont indépendantes;:
(A) Soit g : [a,b] — [a,b] la fonction continueswérifiant
‘g(t>_g(5)’<|t_8‘7 Vt7se[a7b]7 t%s
(A-1) Montrer qu’il existe un unique A€ [a, b solution de 1'équation g(z) = .
Démonstration. Soit h : [a, b] — Rela fonction définie par h(t) = g(t) —t. Comme
g est continue sur [a, b], alors h est continue sur [a, b]. Puisque g([a,b]) C [a,b]
alors h(a) = g(a) —a > 0 et h(b),= g(b) ~ b < 0. Maintenant, par application du
théoreme des valeurs intermédiaires; il'existe au moins A € [a, b] tel que h(A) = 0,
et donc g(A) = A. Supposons qu’il, existe un autre X' € [a,b] tel que X' # X et
g(N') = X. Alors par 'inégalité en haut, on a
A =X =19(A) —g(N)] < [A=X].
Absurde. Donc A = X, elest Lunicité!! O

(A-2) Soit la suite xécurrente vy € [a,b] et v,+1 = g(v,) pout tout n € N. Montrer
que la suite (|v;, — APn>ose5t monotone et est convergente vers une limite p.

Démonstration. Comme g(A) = A, alors pour tout n € N on a
[onih — Al = [g(vn) — g(A)] < |vn — Al
Ce qui montre que la suite (Jv, — A|)n>0 est (strictement) décroissante. Comme
les termes de\cette suite sont tous positifs, alors la suite est minorée par 0 et
donc elle est convergente. Il existe donc un réel u € R tel que
lim |v, — Al = p. ()

n——+oo

O

(A-3) Montrer qu’il existe une sous-suite (vVy(n))n>0 de la suite (v, )n>o telle que

Vp(n) —> P avec p= A+ poup=X\— L.
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Démonstration. Ici sans aucun doute il faut penser au Théoreme de Bolzano-
Weierstrass (et oui c’est le programme de SM !!!). Ce théoreme dit que de toute
suite bornée dans R on peux extraire une sous-suite convergente. Pour réponde
a la question, il suffit alors de montrer que la suite (v,), est bornée. En effet, la
suite (Jv, — A|)n>0 est bornée car elle est convergente (voir votre cours). Et donc
il existe M > 0 tel que |v, — A] < M pour tout n € N. D’autre part, I'inégalité
triangulaire donne

ol = 100 = N+ Al < Jo, = A+ A < M 4[N, VneN.

La suite (vy), est donc bornée, elle admet alors unejsous-suite (viy(m))n qui
converge vers un réel p € R.

De plus on a vy — Al = [p— A| quand n — +oo (carla fonction valeur absolue
t +— |t| est continue sur R). D’apres (X) on.a“alors |p = A| = p. Ceci implique
p— A= *tpu. 0

(A-4) Dans cette question on suppose(@ue p = 4. En utilisant la question (A-1),
montrer que p = 0 et que v, — A quand . — +o0.

Démonstration. On a vy, — pquand n — +oo. Comme g est continue alors
Upn)+1 = 9(Vpm)) — g(p) quand my—= +oc0, D’apres (X) on a [g(p) — A| = p.
Maintenant, le point (A-1) implique

= lg(p) = Al =14(p) =gV < lp = Al = [ul.
Comme |p| = max{u, —p}, alorsiju| = #p est donc p < 0. Mais déja on sait que
i > 0, car c’est la limite d”unesuite de termes positifs. Ainsi 4 = 0. On a donc
|v, — A| = p = 0 quand m — +oo, En utilisant la définition de la limite d’une
suite qui tend vers zéro, on trouve'v,, — A quand n — +00. O

(B) Soient 3,k €]0, 400 et P @R — R une fonction vérifiant
() v <rlt—sl”,  ViseR (Hp)

(B-1) Montrer que v estiuniformément continue sur R et qu’il existe une constante
C € R telle queip(t)| < C + klt]® pour tout ¢ € R.

Démonstration. Pour montrer que ¢ est uniformément continue sur R, il faut
se~-donner un'e.> 0/(arbitraire) et essayer de trouver (construire) un réel a > 0
(qui dépendibien sir de €) tel que pour tout t,s € R avec |t — s| < « alors
| (t) — ¥ (s)| < e. Vue la forme de I'inégalié (Hp), il suffit de choisir o := (%)%
Donc pour tout ¢t,5 € R tel que |t —s| < aon a k |t — s|® < &, et par suite
|h(E)— 1 (s)f < e. C'est 'uniforme continuité de .

Pour tout £t € R, on a

()] = [¥(0) + 9 (t) = ¥ (0)] < [P(0)] + [(t) = »(0)] < [¥(0)] + rlt].

I1 suffit donc de poser C' := [1)(0)]. O
3



(B-2) Dans cette question on suppose que 3 > 1. Montrer que ¢ est identiquement
nulle si et seulement si elle s’annule en un point de R (Indication : il suffit de
montrer que ¥ est dérivable sur R et que 9'(t) = 0 pour tout t € R).

Démonstration. Montrons que v est dérivable et que sa fonction dérivée 1)’ est
identiquement nulle. Soit ¢ € R fixé. Comme 3 > 1, alors on peut écrire § = 140
avec o > 0 (il suffit de prendre o := f—1 > 0). Pour tout s € R avec s # t on a

w(s) — ()

‘§m|s—t|".
s—1

Comme k|s — t|” — 0 quand s — ¢, alors

o V8) = (0

s—t s —t

= 0.

Ce qui implique que 1) est dérivable en t et que ¢’ (¢) = 0. Comme ¢ est arbitraire,
alors ¢/ = 0 sur R. 0

(B-3) Soit 5 €]0, 1] et 1 une fonction vérifianty(Hg). Montrer que la fonction ¢
sin(t) vérifie la condition (H;) (dans/le cas § =1) avec x = 1. De plus, montrer
que la fonction A(t) = sin(¢(t)) pount € Rwérifie la condition (Hp).

Démonstration. Montrons que la-fonction sinus satisfait la condition (H;) pour
un k = 1. En effet, la fonction sinus est dérivable en tout point de R et donc
par application du Théoreme des accroissements finis a la fonction sinus, pour
tout z,y € R il existe uneseonstant ¢ entre = et y telle que sin(x) — sin(y) =
cos(c)(z — y). Comme |cos(c))/< 1y alors en passant a la valeur absolue, on a

| sin(z) = sin(y)f.=|z — y|, Va,y € R.

D’autre part, soit unefonction ¢ qui satisfait (Hg). Alors pour tout ¢, s € R on
a

| sin(@hd)) — sin(v(s))] < [(t) — v (s)] < wft — 5],
Donc la fonctient — sin(t(t)) satisfait aussi la condition (Hpg). O

(B-4) Montrer que la fonction ¢t © R +— sin(4/|t|) est uniformément continue sur R.
(Indieation : utiliser'les questions (B-1) et (B-3).)

Démonstration. Tout d’abord il faut remarquer que pour tout ¢,s € R on a
sin(y/[t]) = sin(v/Ish)| < [/l = Vsl

Il suffit donc de montrer que la fonction racine carrée t — /|t| est uniformément
continue sur R, il suffit donc d’aprés le point (B-1) que la fonction racine carrée

satisfait la condition (Hg) pour des constantes k et [ bien appropriés. Dans un
premier temps soit & > 0 et s € R. on a (VA + +/]s[)> > h + |s|. Comme la
4



fonction racine carrée est croissante, alors on a v'h + +/|s| > \/h + |s|. Ce qui

donne
0<vh+|s|—+/]s| <Vh

Une autre remarque c’est que les nombres réels ¢ et s jouent le méme role (ils sont
symétriques), donc on peut, sans perdre de généralités, supposer que [t| > |s|.
Donc avec cette supposition et si en choisit h = [t| — |s| > 0, on trouve

0< Vil- VIl < V=T
Mais on sait que [t| — |s| = [|t] — |s]| < |t — s|, et dome.\/|t| — |s| < /|t — 5.

D’ou
0 < VIt = Vs <[t - s[>
Ainsi
mq|m—am¢mﬂgu—ﬂi Vt)s € R.
D’ou le résultat, d’apres (B-1). O
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Exercice 1.

I) Soit ¢ une fonction numérique définie sur [0, 1]. On considere la suite récurrente (u,,) définie

en fonction de son premier terme g € [0, 1] par u,11 = ©(uy,).

neN

On suppose qu'il existe k €]0, 1] tel que :

o () — o) <klz—yl, (z,y) €01

1) Montrer que pour tout n € N on a |u,11 — u,| < k™ Juy — ugl.
n

U — Ug| -
=1 L | 1 0|
3) En déduire que la suite (u”)nGN est une suite de Cauchy.

4) Montrer que ¢ est continue et que la suite (u,), .y converge vers un point I € [0,1] ot ¢(I) = [.

)
2) Montrer que pour tout (n,p) € N? on a |u,4p — | <
)

IT) Soit f une fonction dérivable sur |0, 1] telle que | f'(z) |< = pour tout x €]0, 1. On se propose
de montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Soit (u,),, .y une suite dans 0, 1] qui converge
vers 0.

1) Montrer que la suite (vy,),, oy définie par vy € [0,1] par v,41 = f(v,) est de Cauchy.
2) En déduire que la suite (v,),, oy converge.

3) Etablir le prolongement par continuité de f.
Exercice 2. On considere la suite (u,)nen définie par ug = % et la relation de récurrence :
1
Unt1 = f(u,) pour n € N. Ou f est définie sur [0, +oo[ par f(x) = ze T+ % siz>0et f(0) = %
Soit la fonction h définie sur [0;1] par h(z) = f(z) — z. Calculer i’ sur [0;1] et A" sur ]0; 1].
En déduire le sens des variations de h’' puis celles de h.

Montrer qu’il existe un unique « € [0;1] tel que f(«a) = a.

R

Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que I'on a : Vn € N;u, € [0, 1].

o

2
En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que : Vn € N; | w1 —a |[< = | up—a
e

6. Montrer alors que la suite (u,)nen converge vers .



Exercice 3. On considere la fonction f définie sur R™ par f(0) =1 et

Ve >0, f(z) = (1+§)x:exp (ac (1+§>)

1. Montrer que f est dérivable sur |0, 400 et que :

Ve >0, f(x) = f(#)g(x) avec g(x)=In (”é) o

2. Démontrer que

1
< — <
Vm>0,x+1_ln(x+1) In (z) <

SN

En déduire la monotonie de f.

3. Déterminer la limite de f en +o0.

In(¢t+1
4. Montrer que lim M

=1 et en déduire que f est continue en 0.
e In(D) que f

5. La fonction f est-elle dérivable en 0 7

6. Montrer qu'il existe un o € R tel que f(«) = .

Exercice 4. On considere la fonction f définie sur [a, b], vérifiant :

Vo £y €labl, | flz) = fly)|<k|2®—y*| ou k>0

1. Montrer que f est uniformément continue.
2. On définit la fonction g sur [a, b] par g(z) = f(x) — ka®. Montrer que g est stictement monotone.

3. On suppose dans la suite que

YV € [a, b, ka® < f(x) < kbP.
En déduire qu'il existe un unique nombre s de [a, b] tel que g(s) = 0.

4. Soit (xy),cy la suite récurrente définie par : zy = a et x4y = ¢ %f(xn) pour n € N. Montrer
que la suite (u,), .y définie par u, =| 2} — s | est convergente vers un nombre d.

5. Dédiure qu’il existe une sous-suite de (x,,),, .y qui converge vers Vvs3+d
6. Montrer que f(v's3 4 d) prend une des valeurs k(s* — d) ou k(s* + d).

7. En déduire que d = 0. (raisonner par ’absurde)
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Durée 1h30

Exercice 1.

Soit ¢ une fonction numérique définie sur [0,1]. On considére la suite récurrente (u,), . définie
en fonction de son premier terme g € [0, 1] par u,11 = @(uy,).

On suppose qu'il existe k €]0, 1] tel que :

o (@) =) <kle—yl, (z,y) €[0,1)".

1) Montrer que pour tout n € N on a |u,1 — u,| < k™ |ug — -
n

S1_% |[ur — ol .
3) En déduire que la suite (u,),, oy est une suite de Cauchy.

)

2) Montrer que pour tout (n,p) € N? on a |u, 1, — uy| <
)

4) Montrer que ¢ est continue et que la suite (u,),, .y converge vers un point / € [0,1] ot ¢(I) = [.

Solution :

1) Pour tout n € N on a |u,y1 — un| = | (un) — @(un—1)| < k|u, — uy—1|, en réitérant cet inégalité
on obtient |u, 1 — u,| < k™ |ug — ug| pour tout n € N

2) Soit (n,p) € N? on a :

[Untp — Un| = [Untp — Untp1 F Untp1 — Ungp-2 F eovrereennn F Upy1 — Uy .

De I'inégalité triangulaire on obtient :

[Untp — Un| < Ungp — Ungp-1 | + | Unp-1 — Unsp2 | Fooeeorencen + | Upy1 — Up

D’aprés ce qui précede on en déduit que

[Unsp — Un| < K27 Uy — uol + K"P72 Uy — ug| + e + k" |uy — ug|
or
1—FkP
k'n+p_1|U1—U(]|+kn+p_2 |U1—U0|+ ........... +kn|U1—U0| = k" 1 2 \ul—uo



On en déduit que

n

1—-k

|Untp = Un| < |1 — ol
n n
3) Pour tout (n,p) € N? on a |u,4p, — uy| < luy — wo| |tntp — un| <

—1—k —1—k
que k" — 0 quand n — 400, on en déduit que la suite (uy), . est une suite de Cauchy.

|uy — ug| et du fait

4) Le fait que la fonction ¢ vérifie inégalité |¢ () — o(y)| < k |z —y|, (x,y) € [0,1]*, donc ¢ est
continue sur [0, 1] et de plus la suite (uy,), .y converge vers un point [ € [0,1] ou () = I.

Exercice 2. On consideére la suite (u,)nen définie par uy = % et la relation de récurrence :
1
Unt1 = f(uy,) pour n € N. Ou f est définie sur [0, +oo[ par f(z) = ze T+ % siz>0et f(0)= %
Soit la fonction h définie sur [0; 1] par h(z) = f(x) — z. Calculer A’ sur [0;1] et A" sur ]0; 1].
En déduire le sens des variations de h’ puis celles de h.

Montrer qu’il existe un unique a € [0;1] tel que f(a) = a.

W=

Montrer que la suite (u,),en est bien définie et que 'on a : Vn € N;u, € [0, 1].

o

- . . 2
En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que : ¥n € N; | w1 —a |[< = | up—a
e

6. Montrer alors que la suite (u,),en converge vers a.

Solution :

- 1
1. La dérivée h' sur |0;1] est égale a ' (z) =e ©(1+ =) —1et
T

N § —
HO) = lim 1P =TT o ze T
z—0t+ x z—0t x
1 1 !
Donc b/ (z) =e #(1+ =) —1 sur [0;1]. La dérivée second h~ sur ]0;1] est égale & h” (x) = —e T.
x x

2. La fonction h” est positive sur ]0; 1], donc la dérivée h’ est croissante sur [0;1], il s’ensuit que

2
h'(0) < AW'(x) < B'(1) = = — 1 < 0. Donc la fonction h est décroissante sur [0; 1].
e

3. On a h(0) x h(1) < 0 et comme h est continue et décroissante sur [0; 1], d’apres le TVI il existe
un unique « € [0; 1] tel que h(a) = 0, donc f(a) = a.

1
4. On a ug = - et supposons que u, € [0,1]. Montrons que wu,; € [0, 1], en effet puisque la fonction

f est croissante sur [0; 1], donc



11 1

Upt1 = f(un) € [f(())af(l)] = [57 . + 5] - [Oa 1]'

1
e T

1
5. La fonction f étant continue sur [0; 1], dérivable sur |0;1[ et que f”(z) = — > 0 sur ]0;1],
T

1
- 2 2
donc 0 < f'z) =e z(1+1) < f/(1) = = pour z €]0,1]. D’apresle TAF ona: | f(z)—a |[< = [ z—a|
e e
pour tout x €]0,1]. D’ou

2
Vi € N; [y —a <> [u—al.

9 n+1
6. De l'inégalité précédant on a Vn € N; | w1 — a |[< (—) | up — a |, on en déduit que la suite
e

(Up)nen converge vers .

Exercice 3. On consideére la fonction f définie sur R par f(0) =1 et

oo, st (10 1) e (o (1+2)).

1. Montrer que f est dérivable sur |0, +00[ et que :

1 1
v 0, fi(z)= 1+l =
x > ,f(:E) f(x)g(:c) avec g(x) n< +x) g
2. Démontrer que
‘417 s

En déduire la monotonie de f.

3. Déterminer la limite de f en +o0.

In(¢t+1
4. Montrer que lim M

=1 et en déduire que f est continue en 0.
e In(h) que f

5. La fonction f est-elle dérivable en 0 7

6. Montrer qu’il existe un a € R tel que f(a) = a.

Solution :

1. La fonction f est bien dérivable sur |0, +00[ et que

f(z) = <xln <1+i)>,exp (azln (1+ i)) = f(z) (ln <1+§) - %) = f() (ln <1+§) a 141rx)




1
2. En appliquant le TAF au logarithme entre = et « + 1, on obtient In(x +1) —In(z) = —, ou ¢
c

3. La limite de f en +00 est +oo.

In(t +1 In(t) + In(1 + 2 In(1+1
4. La limite lim M = lim a(t) + Il + 3) =1+ lim M = 1. Donc d’apres ce
t—too  In(t) t—+o00 In(¢) t—+oo In(t)
que préceéde on a lim f(x) = lim exp (x In (1 + 9—16)) , ON pose % =t donc

z—0t z—0t

t

. i In(t + 1)
- o (222 s

or f(0) =1, donc f est continue en 0.

5. La dérivée de f lorsqu’elle existe est égale a

i, LI i (renp () ) = i e 1) = o,

z—07F T t——+o00 t t—+oo

donc la fonction f n’est pas dérivable en 0.

4
6. On pose g(x) = f(x) —xz et ona g(0) =1 et g(4) = <1 + Z) — 4 < 0, d’apres le TVI il existe
un o € R* tel que g(a) = 0. Donc f(a) = a.

Exercice 4. On consideére la fonction f définie sur [a,b] C RY, vérifiant :

Vo £y €lab], | f(z)—fly)[<k]a®—y"| ou k> 0.(x)

1. Montrer que f est uniformément continue.
2. On définit la fonction g sur [a, b] par g(z) = f(x)—kx®. Montrer que g est strictement décroissante.

3. On suppose dans la suite que

YV € [a, b, ka® < f(x) < kb®.
En déduire qu'il existe un unique nombre s de [a, b] tel que g(s) = 0.

4. Soit (z,)

que la suite (u,), . définie par u, =| 22 — s* | est convergente vers un nombre d > 0.

nen la suite récurrente définie par : xg = a et x4 = ¢ % f(x,) pour n € N. Montrer

, . . . . . 3
5. Déduire qu’il existe une sous-suite de (z,, ui converge vers Vv's® & d
neN

6. Montrer que f(v/s3 £ d) prend une des valeurs k(s* — d) ou k(s + d).

7. En déduire que d = 0. (raisonner par ’absurde)



Solution :

1. Ona | f(x) — f(y) |< k| 2® —y*| ou k>0 pour tout z,y € [a,b], donc | f(z) — f(y) |< k |
r—y || 2+ 2y +y? | . L'expression z° + 2y + y* est bornée pour tout x,y € [a,b], il existe donc
M > 0 tel que pour tout z,y € [a,b], donc | f(z) — f(y) |[< kM | x —y | . Ceci implique que f est
uniformément continue sur [a, b].

2. Si g(z) = f(z) — ka*. Alors

9(@) —gly) _ f@) = fly) = k" —y*)

r—y r—y

D’apres (*) on a —k(z® — ¢®) < f(z) — f(y) < k(2® — y?), donc pour = < y

9(@) —gly) _ f(2) = fly) —k@" —y") _

r—y r—Y B

Donc g est bien strictement décroissante sur [a, b].

3. Le fait que Vo € [a,b], ka® < f(x) < kb3, entraine que g(a) = f(a) — ka® > 0 et g(b) =
f(b) — kb*® < 0.La fonction g est continue et stictement décroissante sur [a, b], d’aprés le TVT il existe
un unique nombre s de [a, b] tel que g(s) = 0.

: 1 1 .
4. La suite u, =| 2} — s | avec 41 = {/ £ f(20). Uny1 =| 23, — s* |=| Ef(acn) - Ef(s) | . D’apres
(*Yona | f(zn) — +f(s) |<| 22 — s* |= uy, donc la suite (uy,), .y est décroissante et minorée, elle
converge vers un certain nombre d.

5. Puisque la suite (uy), .y est convergente, elle est bornée et par suite (z,),y est aussi bornée.

D’apres Bolzano-Weirestrass il existe une sous-suite (xw(n)) neN de (7,),,cy qui converge vers un certain

nombre ¢, Or Ugp(n) =] mf’p(n) —5% |, donc par passage 4 la limite on obtient d =| ¢*—s* |=> ¢ = V/s3 £ d.

1 1 1 1
6. On 8 i) = 2y — 5° =]+ ) — F(5) || LF(E) — +F(5) | et gy — d, done
1 1 1
d=| LF(E) ~ L f(5) 1= £ (0) 5.
D’ou f(c) = k(s* £ d).

7. Supposons que d # 0, vu que f(s) = ks, de (*) on en déduit que d =| £f(c) — £f(s) |<|
& —s3|=| s* £d — s |= d. Absurde donc d = 0.
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Examen Rattrapage (Module Analyse 1)
—Section (SMA1&SMI1)—

Question de cours.
1) Enoncer le Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI).
2) Enoncer le Théoréme des accroissements finis (TAF).

Probléme. Soit f : [a,b] — [a, b] une fonction numérique. On considere la suite récurrente (uy),, . définie
par ug € [a,b] et w1 = f(un).

1) Montrer que si f est continue, alors il existe a € [a, ] tel que f(a) = a et aussi fo f(a) =«
2) Montrer que pour tout n € Non a: a < u, <b.

3) On suppose que f est décroissante sur [a, ], on pose :
Up = Uz, €t w, =ugpp1 (nEN).
) Viérifier que v,1 = (0 f) (1) et wnps = (f o f) (1)

b) Vérifier que fo f est croissante sur [a, b] et en déduire les suites (vy),, o €t (wn), o SONt MoONoOtones
et qu’elles convergent.

c) Montrer que si lim v, = lim w, =1, alors la suite (u,), .y converge vers /.
n—-+o0o n—-+oo

d) Montrer que si lim wu, =1 et si f est continue sur [a,b], alors f(l) = .

n—-4oo

4) Application : Vérifier que la suite (u,,),  définie par : ug € [0, 1] et w41 = est convergente

neN 1 _|_ un

et déterminer sa limite.

1
5) On considere la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(x) = 5 (x + g) ,oua > 0.
T

1
Montrer & 'aide du TAF que pour tout z,y €]\/a,+oco[ on a |f (z) — f(y)] < 5 |z —yl.

6) On considére la suite (u,), .y définie par u,11 = f(u,) avec ug > \/a.

1
a) Vérifier que f(y/a) = v/a et en déduire que |u, — v/a| < Tl lup — Va| .

b) En déduire que (u,), oy converge vers \/a.
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Examen Rattrapage (Module Analyse 1)
—Section (SMA1&SMI1)—

Question de cours.
1) Enoncer le Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI).
2) Enoncer le Théoréme des accroissements finis (TAF).

Exercice 1. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction numérique. On considére la suite récurrente
(tn), ey définie par ug € [a,b] et w,11 = f(up).

1) Montrer que si f est continue, alors il existe « € [a, b] tel que f(a) = a et aussi fo f(a) =«
2) Montrer que pour tout n € Non a: a < u, <b.

3) On suppose que f est décroissante sur [a, b], on pose :
Uy = Uz, €t w, =ug1 (nEN).

) Verifier que v1 = (f 0 f) (1) et wnis = (f o f) (w).

b) Vérifier que fo f est croissante sur [a, b] et en déduire les suites (vy),, o €t (wn), o SONt MoOnNotones
et qu’elles convergent.

c) Montrer que si lim v, = lim w, =1, alors la suite (u,), .y converge vers /.
n—-+o0o n—-+oo

d) Montrer que si lim wu, =1 et si f est continue sur [a,b], alors f(l) = .

n—-4oo

4) Application : Vérifier que la suite (u,,), . définie par : ug € [0, 1] et w41 =

est convergente
neN 1 _|_ un

et déterminer sa limite.

1
5) On considere la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(x) = 5 (x + g) ,oua > 0.
T

1
Montrer & 'aide du TAF que pour tout z,y €]\/a,+oco[ on a |f (z) — f(y)] < 5 |z —yl.

6) On considére la suite (u,), .y définie par u,11 = f(u,) avec ug > \/a.

1
a) Vérifier que f(y/a) = v/a et en déduire que |u, — v/a| < Tl lup — Va| .

b) En déduire que (u,), oy converge vers \/a.



Solution.

Question de cours.

1) Théoréme des valeurs intermédiaires(TVI): Si f une fonction continue sur [a,b] et que f(a) x
f(b) <0, alors il existe ¢ €]a, b tel que f(c) = 0.

2) Théoréme des accroissements finis (TAF): Soit f une fonction continue de [a, b] et dérivable sur
Ja, b[. Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a)

Exercice 1.
Soit f : [a,b] — [a,b] une application. On considére la suite récurrente (u,,)

et Upy1 = f(un)

nen définie par ug € [a, b]

1) Si f est une fonction continue de [a, b] & valeur dans [a,b]. On pose g(z) := f(z) — z, donc g est
une fonction continue sur [a,b] et que g(a) = f(a) —a > 0,¢g(b) = f(b) —b < 0. Par le (TVI) il existe
un point « € [a,b] tel que g(a) = 0, donc f(«) = a.

2) On montre par réccurence sur n € N que a < u, < b. C’est vrai pour n = 0, on suppose que
a < u, <b. Comme f :[a,b] — [a,b] et upy1 = f(u,). Alors a < uyq < b.

3) On suppose que f est décroissante sur [a, ], on pose :

Uy = Uz, €t w, =ug1 (nEN).

a) Si f est décroissante sur [a, b] & valeur dans [a,b], alors f of est croissante sur [a, b] . Autrement
fofw)—fofy)

r—y
comme u, € [a,b]. Donc « € [a,b] car celui-ci est fermé.

dit, pour tout z,y € [a,b] (x # y) on a >0, b) Si (uy),cy converge vers a et

Up4+1 — U . . . . . .
b) De a) on a ———" > 0 ceci veut dire que v,;1 — v, et v, — v,_; ont le méme signe, il s’en suit
Up — Up—1

que pour tout n € N on a v, — v, ale méme signe que v; —ry. On en déduit que si v; < v, alors la
suite (vy,),cy st décroissante et si vy < vy, alors la suite (v,),,cy est croissante. Meme raisonnement
pour la suite (wy), oy - Les deux suites (vy), oy €t (wn), oy étant monotones et bornées par a et b,
donc elles convergent.

c¢)Si lim v,= lim w, =1, alors
n—-—+00 n—-+00
Ve >0,IN. e Ntel que Vn > N.ona|v, —l|<ecet|w,—1|<e (%)

. On pose M, = 2N, + 2, donc Vn > M. on a deux cas

ler cas si n est pair, alors n = 2p ot p > N, + 1 > N,, donc d’apres () on a| u, — Il |=| ugp — 1 |=|
v, —l|<e

2eme cas si n est impair, alors n = 2p+ 1 oup > N. +1 > N,, donc d’aprés (x) on a| u, — [ |=|
U2p+1 —1 |:| Wp —1 |< g

On en déduit que la suite (u,), . converge vers [.

2



d) Si liril u, =l et si f est continue sur [a,b], comme u, 1 = f(u,). Alors f(I) = I.

4) Id f(z) = % : [0,1] — [0,1] et que f est décroissante sur [0,1] & valeurs dans [0, 1],
T

d’apres ce qui précéde les deux suites extraites (vy), oy €t (wy),cy convergent respectivement vers

[1 etly €]0,1]. comme f est continue sur [0, 1], donc f(l;) =1; oui = 1,2. il ’en suit que [; =

Y 1 + l@?
donc I; = 0. D’apreés la question d) la suite (u,), oy converge vers 0.
. 1 a . . "
5) La fonction f(z) = B (IC + —) , ot a > 0 est continument dérivable sur |0, +oo[. Pour tout
x

x,y €]v/a,+oo[ la fonction f est continue sur le segment [z, %] ou [y, z] et dérivable sur |z, y[ ou
ly, z[, donc d’apres le (TAF) on a il existe ¢ €]z, y[ ou ]y, x| tel que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x).

Or f'(c) = 5—%etc>:cou> y, alors ¢ > \/a et en suit 0 < % < 1. On en déduit que
c c
1 1 1
(@)1= 5 =5 1< 5 dor £ () = f) < S o =yl

6) On considére la suite (u,),,.y définie par u, 1 = f(u,) avec ug > \/a.

1
a) On vérifie aisément que f(v/a) = a et que |u, —va| = |f(un—1) — f(Va)| < 5 |un—1 — Va| et
1
de proche en proche on en déduit que |u, — v/a| < o luo — Va| .
) 1 i 1 .
b) Le fait que ‘un — \/a’ < on |u0 — \/E| et la suite <2—n) converge vers 0. On en déduire que

n
(Un),en cCODVErge vers \/a.



