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Correction de TD1 d’Analyse 5

Exercice 1 : Sur R" on définit les normes suivantes : pour x = (x1, - ,2,) € R,

n n %
=)zl [lzll2 = <Z Ixi\> ozl = sup |z
i=1 i=1 v

Montrer que ces norems sont deux a deux équivalentes sur/IR”.

Démonstration. D’une part, pour tout k € {1,2,--- 'n} on a

n
D!
=1

D’ou ||z]|e < ||z]l1. D’autre part, comme |xy| < ||z||ogspour tout k, alors ||z||; < n||z| -

Ainsi

[£]loe < [lfly < mlllle,
Ce qui montre que les normes || - ||; et || - ||o sSOnt@quivalentes.
On a aussi

Hxnz:(Dm) s(anHM) — Vel

De méme on |z;|* < ||z|*. D’ou ||z]|%, <. ]|z|*. D’ou
o lloo 'S Jlzll2 < V|7l

Ce qui montre que les normes || - [[2 etyll» ||oo sont équivalentes. En déduit aussi

S Jlllee < llzlly < nllzfleo < nljzfla.

T
\/ﬁ 7

On a alors
el < llel < nije]
|z T n||x||2.
1l = el < 2
Ce qui montre quesles nopmes || - ||; et || - [|2 sont équivalentes. O

Exercice 2 : On'pose

1
xm:(—,l—i—e_m), m € N.

1+m
(1) Etudierda convergence de la suite (2, )n dans (R™, ]| - [|o)-
(2) Etudier la convergence de la suite (&, )m dans (R™, ]| - ||y).

Démonstration. Comme 1J+m — 0et 1+e ™ — 0 quand m — oo. Donc la limite condidate

est (0,1) pour toutes normes sur R™. En effet :
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(1)

(2)

Pour la norme || - ||« on a

1
|Zm = (0,1)]|oc = sup{1 " m,e*m} — 0 (m— o0).
Pour la norm || - ||;y on a
1
|xm — (0,1)]1 = H——m +e™m—0 (m— ).

Exercice 3 :
On note par E l'espace vectoriel des suites qui sontsnulles a partir d’un certain rang.
Pour u := (u,), € E, on pose

(1)
(2)
(3)

lully = unl,  Nlullee =sup Jun-
eN neN

Vérifier que E est un R-espace vectoriel"de dimension infinie.
Montrer que les u — |jul]; et u —[Ju|, Sont des normes sur FE.

Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Démonstration. (1) On note par F(NjR) l'espace vectoriel de dimension infinie des

applications de N dans R.zDoncten &/ F C % (N, R). Il suffit donc de vérifier que E
est un sous espace de .Z# (N, R)nEn effet, remarquons que la suite nulle 0 € E, donc
E # (. Soint A € C et u,v €F. Iljexiste donc p, ¢ € N tel que u,, = 0 et v,, = 0 pour
tout n > p et n > ¢q. Onpese-r = max{p, ¢}. Donc u, + Av, = 0 pour tout n > r.
Ainsi u+ A v € E, et done £ est un sous-espace vectoriel. Montrons que dim F = oo.
En effet, soit B, = {wtw?, -~ ,u"} pour tout n € N, avec u* = (0,0,---,1,0,0,-)
tel que le 1 est situé,dans le k-ieme place pour tout £k = 1,2,--- ,n. Donc pour
tout n, on a B, C E, et donc dim £ > dim B,, pour tout n. D’autre part, il faut
remarquer queyla famille B, est libre donc dim B,, = n. Par suite dim £ > n pour
tout n. D’ou dim = oo.

Soit u €"F tel qué ||ull; = 0, donc pour tout k, on a |ug| < |jul[; = 0. Ce qui
implique que u,'== 0 pour tout k. Dot uw = 0. Pour A € R, on a

ally = Al = ALY Tual = [\ [Julh.
€N

eN

Pour toutw, v € E et tout k, on a |ug + vg| < |ug| + |vg]. On passe a la somme dans
les deux cotés on trouve ||u+v||; < ||ully + ||v||1. Ainsi w — |Ju||; est une norme sur
E.
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Exercice 4 : Soit F' une partie de R™. Montrer que F est fermée si et seulement si pour
toute suite (z,,)men d’éléments de F' qui converge vers un certain £ € R on a £ € F.

Démonstration. On rappelle que la partie F' est fermée si et seulement si F' coincide avec
son adhéence, c’est-a-dire F' = F. Supposons qu’une suite (z,,), de F converge vers un
vecteur £ € R". Par définition de la limite pour tout € > 0, il existe N' € N tel que pour
tout n > N on a ||z, — (|| < ¢, autrement dit z,, € B(/,¢) stm.> NJCe qui montrer que
pour tout € > 0 on a B({,e) N F # . Ceci implique que £ €,F ="F

Inversement, il suffit de montrer que F C F. Soit alors =/ @' . \Donc pour tout € > 0,
on a B(x,e) N F # (). Ainsi si on prend ¢ = 1 pour tout-me N*, alors B(z,2) N F # 0.
D’ou pour tout n, il existe z, € B(z, %) N F'. Ce qui implique que pour tout n, z, € F' et
|z, — z|| < L. Donc (z,), € F et x, — x. Par hypoth®se o a z € F. O

Exercice 5 : On note par | - || la norme euclidienne 'de R?. On note par O = (0,0)
l'origine de R? et on pose

(2,y) = {Hx —yll2, si lgs points z, y, O sont alignés,

|lz|l2 + |ly||2/ “sinon:

(1) Montrer que 'application d définit une distance sur R2.

(2) Dessiner la boule fermée de centre'mg = (0,2) et de rayon 3.

,h%m) de points de R?,. Montrer que la suite (z,,)m

converge vers z := (1,0) pourla norme || - |2, mais que d(z,,x) ne converge pas
vers 0 quand m — oc.

(3) On considere la suite z,,, Z=(1

Démonstration. (1) Soient z, yi 2%€ R
— Si z,y,z et O sont_alignés. Alors d(z,y) = 0 si et seulement si || — y|la = 0 si
et seulement §1'w,— y =0 si et seulement si x = y. De plus d(z,y) = ||z — y||2 =

lly — x||2 = d(y, z). Dlautre part,

dlz, 2y =z < zlla = [(z —y) + (y — 2)|l2 < |z — yll2 + [y — 2|2
< d(z,y) +d(y, 2).

— Si 2,y, #'é6,0 ne sont pas alignés. Alors d(z,y) = 0 si et seulement si ||z|2 +
llyllo ==0,si-et seulement si ||z||2 = ||ly||l2 = 0 si et seulement si x = y = 0. De
plus d(a, y) = ||zll2 + [lylla = [lyll2 + lzll2 = d(y,z). D’autre part, d(z,2) =
e #llzlle < llzllz + [[2ll2 + 2llyllz = d(z, y) + d(y, 2).

Ce qui montre que d est une distance sur R

(2) Soit z € Ed(xo, 3), c’est-a-dire d(z, z) < 3.

— Si z,x0 et O sont alignés. Alors on ||z — x¢||2 < 3 donc z appartient au segment

[(O’ _1)’ (07 5)]
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— Si 2,z et O ne sont pas alignés. alors |||z + ||z]|2 = 2+ ||z]|2 < 3. ce qui donne
Iz]ls < 1. Ainsi z € B (0, 1).
Conclusion, z € Ed(xo, 3) si et seulement si € E”IHQ(O, 1) U [(0,-1),(0,5)].
(3) On a

1
Donc x,, — = quand m — oo pour la norme || - ||2. D’autre"part, comme z, x,, et O

ne sont pas alignés, alors

1
d(xpm, ) = ||[Tm|l2 + ||z]|2 = {1+ m +1 2 (m— o0).

Donc la suite (z,,), ne converge pas vers x pour la distance d.
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Exercice 1 :
(1) Montrer qu’une fonction constante est continue.

(2) Soit || - || une norme sur R™. montrer que N : x € R" — N(z) = ||| est continue
sur R".

Démonstration. (1) Soit f(x) = a € R" pour tout z € R, ou @yest un vecteur donné
dans R". Comme f(z) = f(y) pour tout z,y € R", alorswf(2) — f(y) quand = — y.
D’ou la continuite de f.

(2) Soit x,y € R™. On a
N(z) = |lz[ = llz =y + yll < Jlang y[f + N ().

Donc N(z) — N(y) < |z — y||. D’autre part, cémme x et y sont symetriques, alors
on a aussi N(y) — N(x) < ||y — z|| = ||l + yJj=Ainsi

IN(@z) =Nl <z £yl Vo,y eR"

Ce qui implique que N est une application Lipschtzienne, donc continue (voir aussi
I'exercice 2).

0

Exercice 2 : Une fonction f : R™— R" est dite K-Lipschitzienne (K €]0, +00|) si

If(2) €SP < Kllz —yl,  Vo,yeR™

La nombre K > 0 est,app€léila constante de Lipschitz associé a f. Montrer que f est
uniformement continue surtR”.

Démonstration. Soit, e > 0 et soit n = . Pour tout z,y € R" avec ||z —y|| <nona

€
IF (@) = f)ll < Kz —yl < K35 = e

Ce qui implique que fyest uniformement continue sur R".

Remarque : Si ffs.2D C R — R est dérivable sur D et il existe K > 0 tel que
|f'(t)] < K pour'tout t € D, alors f est uniformement continue sur D. En effet, d’apres
le Théoreme dés Accroissements finis, il existe ¢ € In(D) tel que pour tout t,s € D on a
F(t) = f(s) = f42)(t —5). Done | £(t) — £(s)| = |f'(c)l|t—s| < K|t —s| pour tout t,s € D.
Ainsi f est K-Lipschitzienne.

Si la constante de Lipschitz K > 0 de f vérifie K €]0, 1], alors on dit que f est contrac-

tante, ou une contraction (voir l'exercice 3 pour une application). U
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Exercice 3 : Dans chacun des cas suivants, montrer que la conclusion du théoreme du
point fixe n’est pas vérifiée, puis expliciter I’hypothese qui n’est pas satisfaite

(i) @ =]0,1] et f(x) = 5.

(i) 2 =1[0,1] et f(x) =va?+ 1.

Démonstration. (i) Pour tout z,y € 2 =]0, 1] on a

7(x) — F(w)l = e vl

Donc f est une contraction sur 2. Supposons que f adimet un point fixe xy € €2,
c’est-a-dire f(z¢) = xo, donc %xo = 1o, ce qui impliquet, = 0 ¢ Q. C'est absurde.
L’hypothese qui n’est pas satisfaite ici est la fermeturesde €.

(i) @ = [0,1] et f(x) = V&% + 1. Supposons quiil exigte =z € Q tel que f(z) = =,
alors 22 +1 = 2. Ce n’est pas possible. L’hypothése qui n’est pas satisfaite ici est
f() c Q.

O

Exercice 4 : Etudier Iexistence et éventuellepient la valeur de la limite en (0,0) pour
les fonctions définies (sur le plus gramd domaine possible de R? ) par :

[E2y2 Ty

Ty
— = — h =
P 9, y) PR (z,y)

flx,y) = Tty

Démonstration. e Soient r > 0 et € R. Comme cos?(0) +sin?(#) = 1, et que |sin(d)| < 1
et | cos(0)| < 1, alors on a

| f(rcos(@)rcos(9)] <r* =0 (r—0).

Ainsi la limite de f en (030, est/0.

e Nous allons montrer que g n’admet pas de limite en (0,0). Par I'absurde, supposons que
f admet une limite, en (0, 0). Donc pour toute suite (u,), € Dom(g) avec u,, — (0,0),
on doit avoir g(u,) / £"quand n — oo. Considerons les suites

1 11
Uy, = (0,—) et v, = (—,—), n € N*.
n n'n

1
g(u,) =0 et g(v,) = 5
On alors u, — (0,0) et v, — (0,0) quand n — oo, mais

n—o0

lim g(u,) # lim g(v,).
n—oo
2



Absurde, donc g n’admet pas de limite en (0, 0).
e Supposons que h admet une limite £ € R en (0,0). Alors comme la suite

(1 1 1 )
Wp=\|—)——— =

n’" n nd

tend vers (0,0) quand n — oo, alors h(w,) — ¢ quand n — co. Mais

1
h(wn):n+ﬁ—>+oo (n — 00).

Ce qui est absurde. Donc h n’admet pas de limite en (0, 0).

Exercice 5 : Les limites suivantes existent-elles :

) . B
lim , lim ——et—.
(9)=(1,1) T — Y (@y)—(1.0) (z — 1)24y
Démonstration. — On note
1
ez, y) = , Py
r—=y
On considere la suite
1 1
Uy = 1 + ~ 1 + —2 .
n n
On a u, — (1,1) quand n — oo. D’autrepart,
B2
gp(un):n_l — +00 (n — +00).
Ce qui montre que ¢ n’admet pas.de’limite en (1,1).
— On pose
ylem) = 2
T oy
Donc
S A ]
Wy = <=5 =l =0 ((z,y) = (1,0)).

(T=d)® + 4> = ¢
Ainsi ¢ (x, y)radmit 0 comme limite quand (x,y) — (1,0).
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Exercice 1 : On note
U(r,0) = (rcos(d), rsin(h)), (r,0) e R™* x R.
On considere une fonction différentiable f : R? — R. Maintenant on pose

g=foW.
(1) Montrer que g est une fonction différentiable de R™ X*R dans R

(2) Montrer que 0,g(r, 0) est égale a la dérivée de f aw'poiat)(x,y) et dans la direction
uy, tandis que 9y f (r,0) vaut r fois la dérivée de f au point (z,y) et dans la direction
%
Ug.

Démonstration. (1) Le deux composante de ¥ sont (', donc ¥ est de classe C'. Et
comme par hypothese f est différentiable, alors grest différentiable comme composé
de deux fonctions différentiable.

(2) On a
dg of - 0
E(r, ) = %(r cos(f), rsin(g)) x E(T cos(0))
of . o, .
+ a—y(r eos(f),rsin(6)) x a(r sin(0)).
Donc
dg of . o Of :
gy (1:0) = cos(0) 7 (r cos(g) 7sin(9)) +sin(6) - (r cos(0), rsin(6)).

D’autre part, on pose
h(t) = f(x +tcos(f),y + tsin(h)).

Remarquons que la dérivée de f au point (z,y) est exatement h’(0). Mais

IA0) = cos(@)%(m, y) + sin(é’)g—jyr(x, ).

D’ou le résultats

Exercice 2 : Etudier existence et éventuellement la valeur des dérivées partielles en
tout point des fonctions définies par

flz,y) =e®cos(y), glx,y) =+/1+2%y? h(z,y) =2 (x> 0).
1



Démonstration. e La fonction f est de classe C* sur R? et que

0 0
e = oosty), 5 (o) = —esin(y)

e La fonction g est de classe C! sur R? et

09 gy = —, Dy TV
or VT g oy Y m.

e Pour x > 0 et y € R on peut écrire Q
= w

Donc h est différentiable sur |0, +oo[xR et
8h

— _xy = yrl= 1
8$ Y
0
g x)my
3@/

Exercice 3 : Calculer la dérivée de I’ am
) =% —
au point a = (1,2) suivant le vescteu

Démonstration. On pose 1)(t) . Donc
,2 = —3 — 16t* — 14t.
D'ou ¢/ (t) = —32t — 14 et w’( 14.

'Q(

/

Exercice 4 : Déter tout point de R? le vecteur gradient de I'application

@ fz,y) = we™ @),

Démonstmtion@ finition du vecteur gradiant en a, on a
0
(;i(a))



Ainsi

(1 —2z2)e (@ +v%)
Vf(x’ y) = < _2xy€_(z2+y2)

O
Exercice 5 : Ecrire la matrice jacobienne de 'application
flz,y,2) = (zyz, 2%y +y).
Démonstration. Si on pose f = (fi, f2) alors la jacobienne.de f est’donnée par
oh  dfi Ofh
Je(w.y.2) = | of oh oh
ox Ay 0z
[ yz xz( “wy
C \2zy 2?2400
O

Exercice 6 : Soit u un endomorphisme de R"”. Onpose
f(x) = (d(B)z), =" = € R",

ol (-,-) désigne le produit scalaire usuel sur R”. Etudier la différentiabilité de f sur R™.
Démonstration. Pour z,h € R™ on a

flx+h) = (u(rh), 2= h) = (u(z) + u(h),z + h)

= (u(z), z) Hu(x), h) + (u(h), ) + (u(h), )
Ainsi
f(x+h) — flay= (u(z), h) + (u(h), ) + (u(h), h)

D’autre part, 'inégalié desCauchy-Schwartz nous donne

W <|lu(h)|| =0 (h—0).

Donc f est différentiable sur R” et sa différentielle est donnée par
Df(z).h = (u(z),h) + (u(h), ).

Cas particulier/? Seit u(z) = z, donc f(x) = ||z||?. Cette application est donc différentiable
sur R" et sa différentielle est donnée par D f(x).h = 2(x, h). O

Exercice 7 : Soit f : R? — R une application telle que
If(2)| < ||z||?,  VreR%

Montrer que f est différentiable en 0 et déterminer D f(0).
3



Démonstration. Remarquons que | f(0)| < ||0/|*> = 0. donc f(0) = 0. Par suite
SO+ h) —f(O)‘ _ | f(n)

'swm%o<mw%m

17l IRl
Ainsi f est différentiable en 0 et D f(0) = 0 (I'application nulle). O
Exercice 7 : Montrer que I'application f(x) = ||z| pour z € R™, n’est pas différentiable
en 0.
Démonstration. Soit a un vecteur non nul de R™ et on pose ¢(t) = f(ta) = |t|||a|| pour

tout t € R. Comme la valeur absolue n’est pas dérivable en 0, alors ¢ n’est pas dérivable
en 0. D’ou f n’est différentiable en 0. 0J

Exercice 8 : ( Existence des dérivées directionnelles n'implique pas la continuité)
On considere Iapplication f : R? — R définit par

ﬂ%wz{?’x*a

Yy,  sinon.

(1) Montrer que f admet une dérivée en (0,0) selon tout vecteur et la calculer.

(2) Montrer que f n’est pas continue en 0.

Démonstration.

(1) On note v = (z,y) avec x # 0 et soit ¢t € R*. Par définition de f on a f(0,y) =y
pour tout y € R. Donc f(0,0) =0 et on a alors

f((0,0) +tv) = £(0,0) _ fltty) _y* | ¢ (t — 0).
t L oo

Donc f admet des dérivés partielles suivant tout vecteur v.

(2) Montrons que f n’est pas continue en (0,0). En effet, soit la suite

un:<1 1) 5 (0,0) (n— o0).

n?' n
Un calcul simple montre que f(u,) = 1 # f(0,0). Ainsi f n’est pas continue en
0,0).

0

Exercice 9 : Etudier sur R les extremums locaux et globaux des fonctions définies par
fla,y) =a +y', gla,y) =" =y

Démonstration. e La fonction f est polyndmiale et donc de classe C* sur R?. Cherchons
les points critiques de f. On a

Vf(z,y) = (42°,49).
4



Donc V f(x,y) = 0 si et seulement si (z,y) = (0,0). Ainsi (0,0) est le seule point critique
de f. D’autre part, pour tout (x,y) € R*\{(0,0)}, on a

f(z,y) > 0= f(0,0).

D’ou f admet un minimum global (et donc en particulier local) strict en (0, 0).
e Il est claire que g est C* et que

Vy(z,y) = (42°, —4y°).
Ainsi le seul point critique de g est (0,0). D’autre part, pour tout ¢ € R*, on a
g9(t,0) =t* > g(0,0) et g(0,t) = —t* < ¢(0,0).

D’ou g n’admet pas d’extremum local en (0, 0). O

Exercice 10 : Etudier les extrema locaux et globaux de la fonction suivante
fz,y) = 2* +9* = 3xy.
Démonstration. Il est bien évident que f est de'classe C*°. De plus le gradient de f en
(z,y) € R? est
Vf(z,y) = (32° — 3y,3y* — 32).

Un simple calcul montre que les point critiques de f sont donc les points (0,0) et (1,1).
De plus

6 —3
-3 06y
Comme det Hess(f)(0,0) = —9 <0, alors f admet un point selle en (0,0). D’autre part,

comme det Hess(f)(1,1) = 27 >0, et Trace(Hess(f)(1,1)) = 6 > 0, alors (1,1) est un
minimum local de f. ([l

det Hess(f)(x,y) =

‘ = 36zxy — 9.

Exercice 11 : Soit A € .#, une matrice symétrique définie positive et b € R". Montrer
que I'application

b(x) = %(A:c,x) _(bz), zER

et continue, différentiable sur R", convexe et admet un minimum global sur R™. Montrer
que ce minimum est atteint au point A7'b (on note que A est inversible d’apres les
hypotheses).

Démonstration. Montrons que ¢ est continue sur R"™. En effet, soit une suite (z,,), € R”
telle que z,, — . En particulier, cette suite est bornée, donc il existe M > 0 tel que
|zn|| < M pour tout n. D’autre part,
1
5



En utilisant I'inégalitée de Cauchy-Schwartz on a
M| Al
[6(2m) — d(z)]| < ( + [[Az]| + [l ) [|#m — 2| =0 (m = o0).

D’autre part, d’apres I'Exercice 6, application ¢ (z) = %(A:c, x) est différentiable sur R™
et Dip(z).h = 5((Az, h) + (x, Ah)) = (Ax, h). D’autre part, Papplication o(z) = (b, z) est
linéaire continue, donc différentiable et Do(x).h = (b, h). Ainsi f est différentiable sur R”
et

Df(z).h = Dy(x).h — Do(z).h = (Ax — b, h)
En déduit que Vf(z) = Az — b. Pour montrer que f est strictement convexe il suffit de
vérifie que

(Vf(x)—=Vf(y),z—y) >0, VryeR"
En effet, comme A est définie positive alors (Az,z) > 0.pour tout z € R™. Pour tout
r,y € R" on a
(Vf(z) =Vf(y),z—y) = (Alz —y),z—y) > 0.
Comme A est symétrique définie positive, alors-il existe ¢ > 0 tel que (Az,z) > c||=|?
pour tout x € R™. Ceci implique que

f(a) = cll=|f? = Tloll[|]
D’ou f(z) — 400 quand ||z|| — +oo. Donc f admet un unique minimum z,. Ce minimum
vérifie V f(xg) = Azg — b= 0. Donc oy = A~ 'b. O



