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Exercice 1. Soient A et B deux parties non vides bornées de R.
1. Montrer que AU B est borné et que sup(A U B) = sup(supA4, supB).
2. Enoncer un résultat analogue pour inf(AU B) .
3. Qu’en est-il pour AN B?
4. Soient ((A;)ie;) une famille quelconque de parties non vides, majorées de R. On
suppose que A = {supA;/i € I} est majoré.
Montrer que |JA; est majoré et sup(|J A;) = sup(sup4;).
i€l i€l
5. Peut-on avgir le résultat si A n’est Epas majoré ?
Exercice 2
1. Soit E = {x € RY/ 3 (m,n) € Z*/ x = m + nv/2}. Montrer que inf E = 0.
Considérer zo = —1 + /2 et montrer que zf € E, Vn € N.
2. Soit B = {sin(X — 1), n € N*}. Montrer que sup B = \/75 et infB = —\/75.
3. Soit A une partie de RT, non vide et majorée. VA = {Vx, = € A}. Montrer que

sup VA = +/sup 4.

4. Soit A une partie non vide et bornée de R. On note B = {| z —y |, z,y € A}.
Justifier que B est majorée et montrer que supB = supA— infA.

Exercice 3. Soit A = {zr € Q"/ z? <2}.

1. Montrer que A est une partie non vide et majorée dans Q.

2. Soit a un majorant rationnel de A.

i. Montrer que a? — 2 # 0.

ii. Montrer que a? — 2 > 0.

a?—2

iii. Soit  un rationnel telque 0 < r < . Montrer que a — r est aussi un majorant

de A.

2a

3. Conclusion



Exercice 4. Soit x un réel et soit (u,),,cy- 1a suite définie par : u,, =

1. Donner un encadrement simple de n?u,,.
2. Montrer que (uy),cy. converge et calculer sa limite.
3. En deduire que Q est dense dans R

“ 1
Exercice 5. Soit pourn>1, H, = Z i

k=1
1
1) Montrer que pour tout m € N on a Hom+1 — Hom > —.

2
2) En déduire que lim H, = +o0

n—-+4oo
Exercice 6. Calculer les limites suivantes :

~ 1
a) lim ;m b) lim V/3+sinz

n—-+00 n—-+o0o
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Exercice 1. Soient A et B deux parties non vides bornées de R.
1. Montrer que AU B est borné et que sup(A U B) = sup(supA, supB).
2. Enoncer un résultat analogue pour inf(AU B) .
3. Qu’en est-il pour AN B?
4. Soient (A;);c; une famille quelconque de parties non vides, majorées de R. On suppose
que A = {supA;/i € I} est majoré.
Montrer que UAi est majoré et sup(|J A;) = sup(sup4;).
gt iel
5. Peut-on aV(e)ir le résultat si A n’est pas majoré?
Solution.
1. Soient A et B deux parties non vides bornées de R, 'union A U B est bien bornée et
majorée par sup(supA, supB),donc sup(A U B) < sup(supA, supB).
Montrons que sup(A U B) = sup(supA, supB), supposons que supA < supB, donc
sup(supA, supB) = supB.
D’apres la définition de la borne supérieure on a

Ve > 0;db € B tel que supB — e < b.
Or B C AU B, d’ou le résultat c-a-d sup(A U B) = sup(supA, supB).

2. On a un résultat analogue pour inf(A U B) inf(inf A, inf B).

3. Qu’en est-il pour AN B7? non ce n'est pas vrai exemple si A = [0,1[ et B = [1,2[ on
aANB=0g.

4. Soient ((A;);er) une famille quelconque de parties non vides, majorées de R.

Si A = {supA;/i € I} est majoré, A admet une borne supérieure notée sup A.

Alors |J A; est bien majoré par sup A. Montrons que sup(|J 4;) = supA.

i€l i€l
En effet Ve > 0;3a € A tel que supA -5 < a, le fait que a € A ={supA;/i € I}, il existe
alors ig € I tel que a = supA4;,.



Donc il existe a € A;, C UAi tel que a -5 < «, on en déduit alors que
icl
Ve > 0;da € UA" tel que supA — e < a.
iel
D’ou le résultat souhaité.
5. Si A n’est pas majoré? Alors le résultat précédant est faux. En effet si A; = {0, 1, ...,i}
oui €N, supA; =i et A=N.
Exercice 2
1. Soit £ = {x € R/ 3 (m,n) € Z*/ = =m +nv/2}. Montrer que inf F = 0.
2. Soit B = {sin(g — %)’ n € N*}. Montrer que sup B = g et infB = —\/75.
3. Soit A une partie de R*, non vide et majorée. VA = {Vz, z € A}. Montrer que
sup VA = /sup A.
4. Soit A une partie non vide et bornée de R. On note B = {| z —y |, z,y € A}.
Justifier que B est majorée et montrer que supB = supA— infA.
Solution.
1. Si E={z €Ry/ 3 (m,n) € Z*/ = =m+nV2}, alors E est minoré par 0. Pour
que inf F = 0, il suffit de trouver une suite d’éléments de E qui converge vers 0.
Soit a = —1+ /2 € E et on pose z,, = a”, on vérifie aisément que x,, € E et que (x,),
converge vers 0.
2. Si B={sin(? —F), n€ N} Alors -7 <7 -7 < 7 pour n > 2 et comme la

1 1 1
fonction sin est croissante sur [—%, 7], donc pour n > 2 on a sin(Z — §) €] — V2. V2] of

4 202
pour n =1 on asin(> — 7) = g
On en déduit que sup B = ‘/75 et que —‘/75 est minorant et en plus sin(T — 7) tend vers

—*/75, donc infB = —‘/75.
3. Si A est une partie de RT, non vide et majorée par M. Alors VA = {Vx, =€ A}
est aussi non vide majorée par v/ M. Montrer que sup vA < v/sup A.

D’aprés la définition du sup A, on a Ve > 0;Jda € A tel que supA -2 < a, donc
Vsup A < Va+e2 < /a+e. Dou le résultat.

4. Si A est une partie non vide et bornée de R. Alors la partie B = {| z—y |, =,y € A}
est aussi bornée, donc majorée et que B admet une borne supérieure notée supB.
Pour tout x,y € A onaz <|z—y|+y, donc z <supB +y :V(x,y) € A% par suite
onasupA <supB+infA (1).

D’aprés la définition du sup B, on a Ve > 0;3(x,y) € A% tel que supB -c <|z —y | .
On peut supposer que x > y, donc supB -¢ < x —y < supA— infA pour tout € > 0. En
faisant tendre ¢ vers 0 on obtient supB < supA— infA (2). De (1) et (2) on obtient le
résultat souhaité.

Exercice 3. Soit A = {z € QT/ 22 <2}.

1. Montrer que A est une partie non vide et majorée dans Q.



2. Soit a un majorant rationnel de A.
i. Montrer que a? — 2 # 0.
ii. Montrer que a? — 2 > 0.

a® —

iii. Soit 7 un rationnel telque 0 < r <

de A.

2a

3. Conclusion
Solution.

. Montrer que a — r est aussi un majorant

1. A est une partie non vide et majorée par 2. En effet si alors 2?2 < 2 < 4, donc

7 —4=(r—2)(r+2)<0.Doux <2
2. Si a un majorant rationnel de A.

i. a? — 2 # 0 car a est rationnel.

ii. a n’appartient pas a A sinon il existe b € A tel que a < b et ceci est absurde.

2

iii. Si 7 un rationnel telque 0 < r < , alors pour tout z € A on a

2—2_2ax—2a2+a2—2_—(a—x)2+:z:2—2<

a
(g —7r) = 7 — <
r—(a—r)=z—a+r <z—a+ 0 % 2

Donc a — r est aussi un majorant de A.
3. Conclusion : La partie A n’admet pas de borne supérieure rationnelle.

Exercice 4. Soit x un réel et soit (uy), .y la suite définie par :

E(z)+ E(2z) + ...+ E (nx)

n

1. Donner un encadrement simple de n?u,,.

2. Montrer que (uy),,.y. converge et calculer sa limite.

3. En déduire que Q est dense dans R

Solution.

1. On sait que pour tout t € Rona E (z) <x < E(x)+ 1. Donc

1
x[@]—n = (2)=14+22)—1+... 4+ (nx)—1 < n’u, < (2)+(22)+....+(nz) = 2
1 1 1
2. D’aprés ce qui précede on a SB[(n+ )]— - <u, < x[(n+ )
2n n 2n

x
(Un),epe CONVErge vers B

0.

n(n+1)

2

]. Donc la suite

]



3. Pour tout = € R, il existe une suite de rationnels (z,), donnée par

E(x)+E(22) +....+ E (nx)

T, = 2

CIU.i converge vers .

"1
Exercice 5. Soit pourn>1, H, = Z T
k=1

1
1) Montrer que pour tout m € N on a Haym+1 — Hym > 3
2) En déduire que lir+n H, = +o0
Solution.
2m+1 1
1) Hywnr = Hym= 35+ 2 (2" =25 = 5
k=2m 1k
2) On en déduit que la suite (H,), n’est pas de Cauchy et puisque elle croit et positive

donc lir+n H, = 400

Exercice 6. Calculer les limites suivantes :

& 1
a) lim Zm b) lim \n/?) +sinx
k=1

n—-+o0o n—-+o00o
Solution.
< 1 < 1 1 1
?) 1;1’“(’%1) :kzﬂ_ 71 =1~ 77 ~ 0 quand n — o0

b) /2 < /3 +sinx < /4, donc lim V34 sine =1
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Exercice 1 :
1- Démontrer quesir € Qet z ¢ Qalorsr+x ¢ Qetsir #0alorsr xz € Q.

2
2- Soient r et r/ deux rationnels tels que < r/. Montrer que z = r + \/7(7“/ —r) ¢ Q.

3- En déduire qu’entre deux rationnels distincts il y a au moins un irrationnel.
Exercice 2 : Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supé-
rieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles

suivants :
1
1,2 N 1,2|N N —1)"
120Q [L2AQ N, {(-1)"+——}
Exercice 3 : Soit I le sous-ensemble de R défini par
T 1
I={zeR: 1< -+——<2}

2 zx+1

1- Montrer que I est la réunion de deux intervalles que ’on déterminera.

2- Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément de ces intervalles.

Exercice 4 : Soient ¢ > 0 et b > 0 deux réels.

1- Montrer que I'ensemble S = {n € N : an > b} est non vide et admet un plus petit
¢élément que I'on notera p.

2- On pose r = b — (p — 1)a. Montrer que r < a.

3- En déduire que Vx > 0 et Yy > 0, il existe un couple (¢,7) € N x [0,z[ tel que
y = qr + r. Montrer que ce couple est unique.

Exercice 5 : Montrer que si K est un compact de R et F' un fermé de R alors K + F
est un fermé de R.

Exercice 6 : Soit (v,), une suite de nombres réel tel qu’ils existent des consantes
v €]0,1[ et ¢ > 0 veérifiants

[vatr — v < €77, VneEN.



Montrer que (v,), est une suite convergente.
Exercice 7 : Soit g : [a,b] — [a, b] une fonction continue vérifiant

l9(t) —g(s)] <t =, Vi selabl, t #s.

1) Montrer qu’il existe un unique A € [a, b] solution de I'équation g(z) = =.

2) Soit la suite récurrente vy € [a,b] et v, = g(v,) pour tout n € N. Montrer que la
suite (|v, — A|)n>0 est monotone et est convergente vers une limite .

3) Montrer qu'’il existe une sous-suite (vVy(n))n>0 de la suite (v,)n>o telle que v,y — p
avec p=A+poup=>X\—p.

4) Dans cette question on suppose que p =+ A. En utilisant la question (1), montrer
que p = 0 et que v,, — A quand n — +o0.

Exercice 8 : Soient f la fonction définie par f(x) = y/z(1 —z), Dy son domaine de
définition et A le sous-ensemble de R défini par : A = {z € Dy : f(x) > xo}.

1- DéterminerDy.

2- Montrer que A admet une borne supérieure (on ne cherchera pas a la déterminer).
3- Résoudre dans R l'inéquation f(z) > x.

4- Montrer que A n’admet pas de plus grand élément.
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Exercice 1 :
1) Démontrer quesir € Qet x ¢ Qalorsr+x ¢ Qetsir#0alorsr xx ¢ Q.

2
2) Soient 7 et r/ deux rationnels tels que r < r/. Montrer que = = r + 7(7”/ —r) ¢ Q.

3) En déduire qu’entre deux rationnels distincts il y a au moins un irrationnel.

Solution :

1) Soit 7 € Q et x ¢ Q supposons que r +z =1' € Q, alors x = r' —r € Q absurde. Si
/

,
r # 0, supposons que rx = r’ € QQ, alors z = — € QQ absude.
r

2
2) Onsaitque\/75¢Qetr’—r€@.D’aprésl)onax:r+£(r’—7’)¢@.

2
: V2 o ,
3)Orr<riydoncx—r>0etz—r = (T—T)(T—l) < 0. Ainsi z €]r;r'[ et x ¢ Q.
Exercice 2 : Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supé-
rieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles
suivants :

1,2nQ, [1,2N0Q, N{@4W+E%T/neN}

Solution :

1) A=[1,2]nQalors A C [1,2]. L ’ensemble des minorants de A est | —oo, 1]. L ’ensemble
des majorants de A est [2,00[. Le sup(A) = 2 € A; 2 est le plus grand élément de A.
inf(A) =1 € A; 1 est le plus petit élément de A.

2) B =]1,2[NQ alors B C]1,2[. L ’ensemble des minorants de B est | — o0, 1]. L ’ensemble
des majorants de B est [2,00[. sup(B) =2 ¢ B; B n’admet pas de plus grand élément.
inf(B) =1 ¢ B; B n’admet pas de plus petit élément.

3) L ’ensemble des minorants de N est | — 00, 0]; inf(N) = 0 est le plus petit élément
mais N n’ est pas majoré.

1
4) C ={(-1)"+ ] / n € N}. Alors C est borné car C' C [—1,2]. L ’ensemble
n

des minorants de C' est | — 0o, —1]. L ’ensemble des majorants de C' est [2, 00[. De plus
2€ C(n=0);sup(C) =2 car 2 est le plus grand élément de C'. inf(C) = —1.

1



En effet, Vo € C; on a © > —1 et d’apres la propriété d’Archimede : Ve > 0 dn € N tel
1
1 < E. AIOI'S (_1)2n+1 + 277/—4—1 <€+ (—1)

D’apreés la caractérisation de la borne inférieure, on a inf(C) = —1.
Exercice 3 : Soit [ le sous-ensemble de R défini par

que

T 1
I={reR: 1< -+—-<2
{ - r+1 !
1) Montrer que I est la réunion de deux intervalles que 'on déterminera.
2) Déterminer (s'ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément de ces intervalles.
Solution :

1 2 2
1) Le fait que £+— >0et x# —1, alors et > 0, comme 22 + 2 +2 >0
2 x+1 x+1
car A < 0, il suffit que x +1 > 0 c’est a dire = > —1.
2 2 2 2
Il faut résoudre les deux inéquations et >1let et < 2.
z+1 r+1

La premiére inéquation implique que x € (] — o0, 0] U[1, 00[)N] — 1, 00[=] — 1,0] U [1, oo].

e D 3— V17 3+V1T7
La deuxiéme inéquation implique que = €|z, 25| avec x1 = —5 et 19 = ———.

Alors x €|x1,0] U [1, 2.

2) inf(I) = x; et sup(I) = xs.

Exercice 4 : Soient a > 0 et b > 0 deux réels.

1- Montrer que 'ensemble S = {n € N : an > b} est non vide et admet un plus petit
élément que 'on notera p.

2- On pose r = b — (p — 1)a. Montrer que r < a.

3- En déduire que YV > 0 et Yy > 0, il existe un couple (¢,7) € N x [0,z[ tel que
y = qx + r. Montrer que ce couple est unique.

Solution :

b
1- S est non vide car d’apreés la propriété d’Archimede, dng € N tel que — < ng. S C N
a

donc S est minorée. Soit p = min(S); p > 1 (car b > 0).

22p—1¢S=a(p—1) <b Posonsr=b—alp—1) >0, 7r—a=b—pa <0.Dou
0<r<a.

3-Posonsz=a,y=b,q=p—1,r=y—qret0<r<u.

Unicité : comme p est le minimum de S, ¢ = p — 1 € N est unique, on en déduit unicité
de r.

Exercice 5 : Montrer que si K est un compact de R et F' un fermé de R alors K + F
est un fermé de R.

Solution : Soit (z,),en une suite d’élément deK + F' qui converge vers un certain réel
[.

Pour que K + F soit fermé, il suffit de montrer que [ € K + F. En effet, il existe deux
suites (k,)nen €t (fn)nen d’élément respectivement de K et de F' tels que pour tout

2



n € Nonaz, =k, + f,. K étant compact donc la suite (k,),en admet une sous-suite
(Fo(n))Jnen convergente vers un certain k dans K.

La suite (fw(n))neN d’élément de F' tel que fom) = Tym) — kpm) converge vers | — k,
puisque F' est fermé, alors | — k € F. D'oul € K + F.

Exercice 6 : Soit (v,), une suite de nombres réel tel qu’ils existent des consantes
v €]0, 1] et ¢ > 0 vérifiants

[Una1 — o] < e, Vn € N.
Montrer que (v,,), est une suite convergente.
Solution : Soient n,p € N, on a |
[Untp = Un| = |Ungp = Vnip-1 + Vnip-1 — Unipapee + Vng1 — Unl.

De l'inégalité triangulaire et de |v,.1 — v,| < ¢ 4™ pour tout n € Njon obtient

n+p—1

nl_/yp
Ongp —val < Y A =cy
k=n

1—

Puisque v €]0, 1], donc 4" — 0 quand n — +00. On en déduit alors que la suite (v,),
est de Cauchy, puis elle converge.
Exercice 7 : Soit g : [a,b] — [a, b] une fonction continue vérifiant

lg(t) — g(s)| < |t — s, Vt, s € |a,b], t # s.

1) Montrer qu’il existe un unique A € [a, b] solution de I’équation g(z) = =.

2) Soit la suite récurrente vy € [a,b] et v, = g(v,) pour tout n € N. Montrer que la
suite (|v, — A|)n>0 est monotone et elle converge vers une limite p.

3) Montrer qu'’il existe une sous-suite (vVy(n))n>0 de la suite (v,)n>o telle que v,y — p
avec p=A+poup=>X\—p.

4) Dans cette question on suppose que p = u + \. En utilisant la question (1), montrer
que p = 0 et que v,, — A quand n — +oo0.

Solution :

1) On pose f(x) = g(x) — x, donc f est continue et f(a) x f(b) < 0. D’aprés le TVI il
existe A\ € [a, b] tel que f(A) =0, d’ott A est une solution de I’équation g(z) = z.

La solution est unique car sinon il existe une autre solution y de I’équation g(x) = x, or
ona |A—pul =|g(A) —g(p)| <|A—p|. Ceci est absurde.

2) Or |vp41— Al = |g(vn) —g(N)] et le fait que |g(t) —g(s)| < |t —s| pout tout ¢, s € [a, b],
alors |v,41 — Al < |v, — A|, donc la suite (Jv, — A|)n>0 est décroissante. La suite étant
minorée, elle converge vers un certain p.



3) La suite (Jv, — A|)n>0 étant bornée, donc la suite (v,),>0 est aussi bornée. D’aprés
Bolzano-Weiristrass il existe une sous-suite (vVy(n))n>0 de la suite (v,)n>0 qui vonverge
vers un certain p. Or |v,m) — A| — [p— Al =, donc p=A+poup=X\—p.

4) Sip=p+ A orona |Vymyr1 — Al = [9(vem)) — Al. La suite (Jvpm)y+1 — A|)n>o est
une sous-suite de (v, — A|)n>0 qui converge vres p, la continuité de g nous assure que
p=1lg(p) — Al = lglp) —g(N\)| < |p— A = |u|.- Donc p = 0 et que v, — A quand
n — +00.

Exercice 8 : Soient f la fonction définie par f(z) = y/z(1 — ), Dy son domaine de
définition et A le sous-ensemble de R défini par : A = {x € Dy : f(x) > wo}.

1- DéterminerDy.

2- Montrer que A admet une borne supérieure (on ne cherchera pas a la déterminer).
3- Résoudre dans R l'inéquation f(z) > x.

4- Montrer que A n’admet pas de plus grand élément.

Solution :

1- La fonctionf est bien définie si et seulement si, x(1—xz) > 0.Orz(1—2z) >0 x €
[0,1]. D’ou Dy = [0, 1].

1 1 1 1 1
2- On a f(z) =4/ 21(1 — Z) = Z\/ﬁ > 1 Donc A # ). De plus A C Dy est majorée par

1. En tant que partie de R non vide et majorée, A admet donc une borne supérieure.
3- On a

r € [0,1] - x € [0,1] - x € [0,1] oo 1{
x €]0; =
z(l—z)>ux x(l—x) > a2 z(l—=22) >0 "2
: 1 I .. .
4- D’apres la question précédente, on a A =|0; =[, donc sup A = 3" Si A avait un plus
1 1

1
grand élément, il nserait égal & sup A = 3" Or f(é) =5 d’ou 5 ¢ A, donc A n’a pas

de plus grand élément.
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Exercice 1. On considere la fonction g(z) = (z + 1)*(z — 2) f(x) ol f est la fonction
par f(z) =1 si z est rationnel et f(x) = 0 si x est irrationnel.

a) Calculer les limites aux points —1 et 2 de g .

b) Calculer lim g¢g(x) et lim  g(z) pour tout réel oy # —1 et 2, conclure.
Q3z—x R\Q3z—zo

Exercice 2. On considere la suite de fonctions (f,, ),>1 définie sur R par : f,(z) =
" 4+ -+ x — 1. Montrer qu’il existe un seul nombre réel positif u,, tel que f(u,) =0
et que la suite (u,),>1 est décroissante.

Exercice 3. Soit f une fonction uniformément continue sur un intervalle |a, b[. On se
propose de montrer que f possede un prolongement par continuité sur [a, b].

a) Soit (z,), une suite d’éléments de |a,b[ qui converge vers a. Montrer que la suite
(f(zy)), est convergente.

b) Montrer que la limite de la suite (f(x,)), ne dépend pas de la suite (z,,),, .
¢) En déduire que f posseéde une limite a droite de a.

d) En déduire que f possede un prolongement par continuité sur [a, b].

Exercice 4. Soit f une fonction réelle continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1). Montrer

que pour tout entier n il existe un point z € [0, 1] tel que f(z) = f(x + ?)
n

Exercice 5. Soit f une fonction continue de [a,b[. On suppose que limb f(x) = +o0.
r—

Montrer que pour tout nombre réel A > f(a), il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = A.

Exercice 6. Soient k €]0, 1] et f une fonction réelle continue sur R telle que

| f(2) = f(@) |<k [z -2



pour tout x,z’ € R. Montrer que la suite (u,,), définie par u,, = f(u,_1), pour uy € R
donné, est convergente et que sa limite u vérifie u = f(u).

Exercice 7. Soit A une partie de R. On pose

d(va) = IHf{l(L’ - ylvy S A}

1) Montrer que d(z, A) est bien définie.
2) Montrer que pour tout (x,z') € R? on a |d(z, A) — d(2', A)| < |z — 2|
3) En déduire que l'application x +— d(x, A) est uniformément continue sur R.

4) Montrer qu'il existe une suite (,,),, .y d’éléments de A telle que

lim |z, —x|=d(z,A).

n—-+o0o

5) Montrer que d(x, A) =0 < x € A.
6) Montrer que si A est compact de R, alors il existe a € A tel que | a — z |= d(z, A).
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Exercice 1. On considére la fonction g(z) = (z + 1)*(z — 2) f(x) o f est la fonction
par f(x) =1 si x est rationnel et f(z) =0 si x est irrationnel.
a) Calculer les limites aux points —1 et 2 de ¢ .

b) Calculer lim g(x) et lim  g(z) pour tout réel xg # —1 et 2, conclure.
Q3>z—xo R\Q3z—xo

Solution :

a) Si f est la fonction par f(z) = 1 si x est rationnel et f(x) = 0 si x est irrationnel,

alors f est bornée et que | f(x) |< 1. Donc | g(z) |<| (z + 1)*(z — 2) |, par suite

lirillg(a:) =0et lir% g(x)=0.

b) La limite . lim g(x) pour tout réel g # —1 et 2 est égale & lim (z+ 1)*(z — 2) =
Sr—x0 T—TQ

(ro + 1)*(zo — 2), la limite de R\th g(x) pour tout réel xy # —1 et 2 est égale a 0.
S2r—X0

Puisque xg # —1 et 2, f n’est continue sur R\ { — 1;2}

Exercice 2. On considére la suite de fonctions (f,, )n,>1 définie sur R par : f,(z) =
2" + -+ + x — 1. Montrer qu'il existe un seul nombre réel positif u, tel que f(u,) =0
et que la suite (uy),>1 est décroissante.

Solution : Pour tout n > 1 la fonction f,,(z) = 2"+ - -+2—1 est continue et strictement
croissante sur R de plus f(0) x f(1) < 0. D’apres le TVI il existe un seul nombre réel
positif u, €]0,1] tel que f(u,) = 0. D’autre part f,,i(z) = 2" + 2" + -+ 2 — 1 est
continue est fn1(u,) = u," > 0 et f,11(0) < 0, donc u,,; €]0,u,[. Donc la suite
(un)n>1 est décroissante.

Exercice 3. Soit f une fonction uniformément continue sur un intervalle Ja, b[. On se
propose de montrer que f posséde un prolongement par continuité sur [a, b|.

a) Soit (z,), une suite d’éléments de |a, b[ qui converge vers a. Montrer que la suite
(f(zy)),, est convergente.

b) Montrer que la limite de la suite (f(x,)), ne dépend pas de la suite (z,,),, .

c) En déduire que f posséde une limite a droite de a.

d) En déduire que f posséde un prolongement par continuité sur |a, b|.

Solution :

a) La fonction f étant uniformément continue sur un intervalle ]a, b],

Ve > 0; 3 > 0 tel que V(z,y) €la,b}| x —y |<n =] f(z) — f(y) |<e.



Puisque la (), d’élements de |a, b[ qui converge vers a, donc de Cauchy, il existe alors
no € N tel que Vn,m > ng on a | x,, — 2, |< 1. On en déduit que

Ve > 0;3dng € N tel que Vn,m > ng on a | f(z,) — f(znm) |< &,

donc la suite (f(z,)), est convergente.

b) Montrons que la limite de la suite (f(z,)), ne dépend pas de la suite (), .

En effet soit (y,), une suite d’éléments de |a,b] qui converge vers a, donc la suite
(2, — yn), converge vers 0, il existe ny € N tel que Vn > nq ona |z, —y, |[<7. Onen
déduit que Ve > 0;3n; € N tel que Vn > ny on a | f(z,) — f(ya) |< €, les deux suites
(f(zy)), et (f(yn)), ont la méme limite.

c) On en déduit que f posséde une limite & droite de a donnée par lim f(z) =

z—at
lim f(xz,).
n—-+o00

d) En faisant la méme preuve pour la limite & gauche de b, on en déduit que f possede
un prolongement par continuité sur [a, b].
Exercice 4. Soit f une fonction réelle continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1). Montrer

que pour tout entier n il existe un point = € [0, 1] tel que f(z) = f(z + ?)
n

Solution : On pose g(z) = f(z +

- 1) — f(x), la somme

- k . k 1 k —~ k41 k
§g<n+1>=§f<n+l+n“>—f< ) =D JC—)=F (=) = J()=f(0) = 0.

ks

k
Il existe donc ko, k1 € {0, 1,.....,n} tels que g(ﬁ) x g( ) <0, comme la fonction
n

n+1
g est continue d’aprés le TVI il existe = € [0, 1] tel que g(z) =0

Exercice 5. Soit f une fonction continue de [a,b[. On suppose que limb f(z) = +oc.

Montrer que pour tout nombre réel A > f(a), il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = A.
Solution : Soit A nombre réel positif strictement supérieur a f(a). le fait que limb flz) =

+00, alors il existe n > 0 tel que sib—n < = < balors f(x) > A. on pose g(z) = f(z)—A,
donc g est continue sur [a,b — 2] et g(a) X g(b — ) < 0. D’aprés le TVI il existe
c € la,b—12] Cla,b] tel que g(c) = 0. D’ou le résultat.

Exercice 6. Soient k €]0, 1] et f une fonction réelle continue sur R telle que

| f(2) = f(&) |[<k [z -2



pour tout x,z’ € R. Montrer que la suite (u,,), définie par u,, = f(u,_1), pour uy € R
donné, est convergente et que sa limite u vérifie u = f(u).

Solution : La suite (u,), vérifie alors | u, 1 — u, |< k | u,, — u,_1 | pour tout n > 1,
par suite on a | u,1 — Uy |< K" | ug — up | . Donc pour n,p € N on a

| Untp —Un =] Untp — Ungp—1+ Unp—1 — Ungp—2 + v Unt1 — Un [<] Unsp — Unip-1 |

1— kP
| Uy — U |[SEM(RP A+ RP 2+ k1) | ug —ug [= K" | ug — | T %
. n L — kP .
En faisant tendre n — +oo le terme k" | u; — g | - tend vers 0. Donc la suite

(), est de Cauchy et par suite elle converge vers un certain u et comme f est continue
alors u = f(u).
Exercice 7. Soit A une partie de R. On pose

d(x, A) = n{|z — yl,y € A}

1) Montrer que d(x, A) est bien définie.

2) Montrer que pour tout (z,z') € R? on a |d(x, A) — d(z', A)| < |z — 2|

3) En déduire que l'application x +— d(x, A) est uniformément continue sur R.

4) Montrer qu'il existe une suite (x,), .y d’¢léments de A telle que lim |z, — 2 |=

n—+o0o
d(z, A). B
5) Montrer que d(z,A) =0< z € A.
6) Montrer que si A est compact de R, alors il existe a € A tel que | a — x |= d(z, A).

Solution :

1) Le fait que ’ensemble {|z—y|,y € A} est une partie non vide de R la distance d(z, A)
est bien définie.

2) Pour tout (z,7') € R?ona |[zr—y| < |x—2'|+|y—2'|, donc d(z, A) < |z —2/|+|y—2/,
en suite d(z, A) — |z — 2’| < |y — 2|

D'ou d(z, A) — |x — 2’| < d(a', A), puisque = et z’ jouent un rodle symétriques alors on a
|d(z, A) —d(2', A)| < |x — 2]

3) On en déduit de ce qui précéde que lapplication z +— d(x, A) est uniformément
continue sur R.

4) De la définition de la borne inférieure on a pour tout € > 0 il existe y € A tel que
dz,A) < |z —y| <d(z,A) +e.

1
Pour ¢ = —, il existe z, € A tel que d(z,A) < |z — x,| < d(z, A) + T donc il
n

existe une suite (z,), .y d’¢léments de A telle que lir+n | 2, — x |=d(z, A).

5)Sid(z,A) =0& Ve >0;3y € Atelque 0 < |z—y| < e <= Ve > 0;.Jr—c;x+e[NA #
dsxe A



6) Si A est compact de R, la suite (x,), .y d’¢léments de A admet une valeure d’adhé-
rance a € A, il existe une sous-suite (z,(,)) o € (4),,cn qui converge vers a.

Donc lir+n | Ty — @ |=d(x, A) =] a — x|
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Exercice 1. On considére la suite récurrente (un)neN définie par ug € R et u,y 1 =

1 4
gui + £ pour tout ne N.

1 4
1) on pose f(z) := 5x2+3. Résoudre 'équation f(x) = z et étudier le signe de f(z)—x.

2) Montrer que si la suite (uy), .y converge alors lim u, =1ou lim w, =4.
n—+o00 n—-+o00

3) Montrer que la suite (uy), . €st monotone.

4) Pour quelles valeurs de u, la suite (u,), oy est elle stationnaire ?

5) Siu; > 4, montrer que la suite (u,), .. est croissante et montrer que lim wu, = +oo.
n—+00

6) Montrer que si u; €]1,4[ alors la suite (u,), oy converge vers 1.
7) Montrer que si u; €]0, 1] alors la suite (u,), . converge aussi vers 1.

rT—1
Exercice 2. Soit g la fonction définie sur R* par g(z) := x1n (e > .
x

1) Montrer que g est prolongeable par continuité en zéro.

2) Soit f = g le prolongement de g. Montrer que f est de classe C! sur R.

3) Montrer a l’aide du Théoréme des accroissements finis que pour tout = € [0,1] on a
f(x) <z

4) En déduire que f ([0,1]) C [0,1].

5) Soit (uy),cy la suite réccurente définie pour tout n € N par : upyq = f(u,) et
Uy € [O, 1]

Montrer que la suite (u,), .y est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 3. On se propose d’étudier la fonction f définie sur R par :

fx)=lz|" si x €eR" et f(0)=1

1) Etudier la continuité de f sur R et déterminer la limite de f en 400 et en —oo.

2) Etudier la dérivabilité de f sur R* et montrer que f'(z) = (1 +In |z|)e*™* pour tout
r € R*.

3) a) Montrer que f admet un maximum local et un minimum local, que ’on précisera,
en deux points a et b.

b) Montrer que f est une bijection de [a, b] sur [f(a), f(D)].
6hlnh -1

4) Montrer que hlirn+ = —oo et en déduire que f n’est pas dérivable en 0.
—0



5) On note g la fonction réciproque de f définie sur [f(a), f(b)]. la fonction g est elle
dérivable en 17

Exercice 4. Pour tout entier n € N* on considere la fonction f, : Rt — R définie
par :

T

fo(z) = e_<”> —2(1—1x)

1) Montrer que pour tout n € N*, la fonction f,, est strictement croissante sur R¥.
2) Montrer qu'il existe un unique z,, €]0,1[ tel que f,(z,) = 0.

3) Montrer que f,1(x,) est strictement positif et en déduire que la suite (z,,)
décroissante.

4) En déduire que la suite (2,), . est convergente. On notera x = hI}_l T
n—-roo

neN* est

5) Montrer que <—ﬂ> tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
n
1
6) En déduire que = = 7

Exercice 5. On consideére la fonction f définie sur R* par :

f(z) = 2% 22

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R* et calculer sa dérivée.
2) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

3) Soit f le prolongement par continuité de f. Etudier la dérivabilité de fen 0.

Exercice 6. Soit F' la fonction définie sur R par : F(z) = asinz + 1, ot a €] — 1, 1]
est une constante.

1) Montrer qu’il existe un réel xq tel que F(zg) = 0.

2) Montrer qu'il existe a €]0, 1], tel que pour tout (z,y) € R on a : |F(z) — F(y)|
alr —y|.

3) On consideére la suite (z,),~, définie par 21 =1 et, pour tout n > 1, ona ,41 =
F(x,). -

a) Montrer que, Vn > 1, on a |x,41 — 29| < o]z, — 0.

b) En déduire que la suite (z,),, converge vers z.

IN
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Exercice 1. On considére la suite récurrente (“n)neN définie par ug € R et u,1 :=

1 4
gui + 5 pour tout ne N.

1 4
1) on pose f(z) := 5$2—|—3. Résoudre I’équation f(z) = x et étudier le signe de f(z)—z.

2) Montrer que si la suite (uy), oy converge alors lim u, =1ou lim w, = 4.
n—-+4oo n—-+4oo

3) Montrer que la suite (uy), . €st monotone.
4) Pour quelles valeurs de u, la suite (u,), .y est-elle stationnaire ?
5) Siwu; > 4, montrer que la suite (uy,), .. est croissante et montrer que lim wu, = +o0.

n—-+o0o

6) Montrer que si u; €]1,4[ alors la suite (u,), .y converge vers 1.

7) Montrer que si uy €]0, 1] alors la suite (uy), .y converge aussi vers 1.

Solution : ] 1 ) 1

1) f(x)—x:gx2+g—m: 5(1’2—5x—|—4) = g(m—l)(a:—él) =0, donc z =1 ou
r =4

Le signe de f(z) — x est positif si x €] — 0o; 1] U [4; +00| et négatif si x € [1;4].

2) Si la suite (uy), oy converge vers x, puisque f est continue, alors f(x) = x, par suite
ona lim w,=1ou lim wu, = 4.

n—+00 n—+00
1
3) On a uyyy — uy, = 5( 2w )= g(un — Up—1)(Up + up_1) et puisque u,, > 0 pour

n>1.

Alors wu,1 — u, & le méme signe que us — uq, il s’ensuit que la suite (u,,)
monotone.

4) Les valeurs de u; pour lesquelles la suite (u,), .. est-elle stationnaire sont u; = 1
ou 4.

neN* est

. 1 . .
5) Siug >4, 0rug—uy = g(ul —1)(u; —4) > 0. Donc la suite (uy,), o~ est croissante est
non majorée car sinon la suite (un)neN* converge vers 4 ceci est absurde car u,, > u; > 4

pour n > 1.

1
6) Siu; €]1,4[, alors us — uy = 5(u1 —1)(ug —4) <0.

Donc la suite (u,), oy est décroissante et minorée par 1, elle converge forcément vers 1.



1
7) Siwuy €]0, 1] alors alors us —u; = 3(u1 —1)(uy —4) > 0 la suite (uy),,oy est croissante

et majorée par 1, elle converge aussi vers 1.

©_1
Exercice 2. Soit g la fonction définie sur R* par ¢g(z) := zln (6 ) .
x

1) Montrer que g est prolongeable par continuité en zéro.

2) Soit f = g le prolongement de g. Montrer que f est de classe C! sur R.

3) Montrer a l’aide du Théoréme des accroissements finis que pour tout z € [0,1] on a
flz) <.

4) En déduire que f ([0,1]) C [0,1].

5) Soit (un),cy la suite récurrente définie pour tout n € N par : w11 := f(u,) et
Uy € [O, 1]

Montrer que la suite (u,), .y st convergente et déterminer sa limite.

Solution : .
6 —
1) On sait d’apreés le TAF que = ¢% ou 0 est compris strictement entre 0 et

T
1. Donc la limite lin% g(x) = lir% xfx = 0, par suite la fonction g est prolongeable par
continuité en zéro.

Soit f = g le prolongement de g avec f(0) = 0.

2) Sur R* la dérivée de f est donnée par :

Py (S v (S () () + (25

— f(0
et la dérivée de f au point 0 est donnée par la limite suivante : f/(0) = lin% M =
r— €T

lin(1) In (e > = lin% Az = 0, donc f est dérivable sur R.
r— xr xr—

Pour que f soit de classe C! sur R, il suffit que la limite lin% f'(z) = f'(0). En effet

et —1 e —e" 41
li ! =1l | T ————

) , L e’ —1 . vet —e” +1\
i ) =t () i (75 ) =0 = 0
e —1 P ) e’ —1
3) Pour tout x € [0, 1], on a = € ou f est compris entre 0 et 1. Donc <e,

T T

e’ —1
on en déduit du fait que le logarithme est croissant que In ( ) <1.
x

D’ou pour tout z € [0,1] on a f(x) < x.
4) Si z € [0,1], alors d’aprés ce qui précede que f ([0, 1]) C [0,1].



5) Pour (uy),.y la suite récurrente définie pour tout n € N par : w41 := f(uy,) et
ug € [0, 1]. Alors d’apres ce qui précede tous les u,, € [0,1] et du fait que f(z) <z, on
a Uyt = f(u,) <u,.

Par suite (un), .y est décroissante et minorée, donc elle converge vers un certain |

L L
vérifiant f(I) = = {In (e ) .Sil #0, alors -
Absurde, donc [ = 0.

—e=¢" donchl =0=1=0.

Exercice 3. On se propose d’étudier la fonction f définie sur R par :

flz)=lz|" si zeR* et f(0)=1

1) Etudier la continuité de f sur R et déterminer la limite de f en 400 et en —cc.

2) Etudier la dérivabilité de f sur R* et montrer que f'(z) = (1 +In |z|)e*™* pour tout
x € R*.

3) a) Montrer que f admet un maximum local et un minimum local, que 'on précisera,
en deux points a et b.

b) Montrer que f est une bijection de [a, b] sur [f(a), f(D)].
6hlnh -1

4) Montrer que hlim+ = —o00 et en déduire que f n’est pas dérivable en 0.
—0

5) On note g la fonction réciproque de f définie sur [f(a), f(b)]. la fonction g est-elle
dérivable en 17

Solution :
1) La fonction f(z) = e*™ pour tout = € R*et que la limite lirr(l) flz) =1= f(0), f

est bien continue sur R. La limite lim f(z) =0 et la limite lirf f(z) = +o0.

2) La fonction f est bien dérivable sur R* et que f/(z) = (zln|z|) ™ = (1 +
In |z|)e” ™! pour tout = € R*.

3)

a) La fonction dérivée f’' s’annule au point 1 + In|z| = 0, c’est aux points a = —e™! et
b=e 1t

b) La fonction f est croissante et continue sur |a,b] et que f([a,b]) = [f(a), f(b)], donc
f est une bijection de [a, b] sur [f(a), f(D)].

hln
4) La limite lim ————— = lim (1 +1Inh)e"™" = —co, donc f n’est pas dérivable en
0 h—0t h h—0t
5) Soit g la fonction réciproque de f définie sur [f(a), f(b)], la dérivée de g au point 1

-0
est donnée par la limite suivante : lim M, comme y = f(x), alors

y—1 y —

— i € —
vy —1 200 f(a)— J(0)

3



Or lim = —oo et lim = —00, donc
h—0+ h—0~ h
-0 1
(1) = lim gy) -0 _ 1 _,
y—1 y—1 00

Exercice 4. Pour tout entier n € N*, on considére la fonction f,, : Rt — R définie
par :

T

fulz) = e_<n> — 21— 1)

1) Montrer que pour tout n € N*| la fonction f,, est strictement croissante sur R*.

2) Montrer qu'il existe un unique z,, €]0,1[ tel que f,(z,) = 0.

3) Montrer que f,11(x,) est strictement positif et en déduire que la suite (z,,),,cy. est
décroissante.

4) En déduire que la suite (x,), . est convergente. On notera x = lirf T
n—-r0oo

Tn . .
5) Montrer que <——> tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.
n

1
6) En déduire que x = 3

Solution :
1) Pour tout n € N*, la dérivée de f,, est donnée par

Z

f’(ﬂf)z—%e_<n> +2< —%4_2:

n

2n —1
n

pour x € RT. donc la fonction f, est strictement croissante sur R¥.

)
2) La fonction f,, est continue sur [0,1] et que f,(0) x f,(1) = —1 x e (n <0,
d’apres le TVI il existe alors un x,, €]0, 1] tel que f,(x,) = 0. Puisque la fonction f,, est

strictement croissante sur R* le x,, est unique.

T Tn

3)On a frii(x,) = e(” + 1> —2(1—=xy,), or fu(x,) =0= e< n > —2(1—x,). Donc

fnr1(wn) = 6_<”T 1> — e_<%>

7 < = et comme l'exponentielle est strictement croissant, donc
n

n
for1(zn) > 0. Or f,11(0) X fry1(z,) < 0, il existe un unique x,.; €0, z,] tel que
Jn41(Zns1) = 0, on en déduit que la suite (xy,), .. est décroissante.

Y

T

on remarque



4) La suite (z,),cy. ¢tant décroissante et minorée par 0, donc elle converge vres un
certain . .
5) La suite (z,,), o étant bornée, donc (——n> tend vers 0 lorsque n tend vers U'infini.
n
T,

6) Puisque €_< n > —2(1—x,) = 0, donc par passage a la limite on trouve 1 -2(1—z) =
0= 2=

Exercice 5. On considére la fonction f définie sur R* par :

f(z) = 2%e 22

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R* et calculer sa dérivée.
2) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
3) Soit f le prolongement par continuité de f. Etudier la dérivabilité de f en 0.

Solution :
1) La fonction f est bien continue et dérivable sur sur R* et sa dérivée est donnée par :

i 2 1
f(a) = 2¢ 22 (“” - )

X

2) La limite de f en 0 est donnée par : liII(l) f(x) = 0, donc f est prolongeable par

continuité en 0. Soit fv le prolongement par continuité de f avec fv (0) =0.
3) La dérivabilité de f en 0 est donnée par :

1

lim Jw) = J(0) = limze 2> =0 = fV,(O).

x—0 x x—0
Exercice 6. Soit F' la fonction définie sur R par : F(z) = asinz + 1, ou a €] — 1,1]
est une constante.
1) Montrer qu’il existe un réel xq tel que F(zg) = xo.
2) Montrer qu'il existe a €]0, 1], tel que pour tout (z,y) € R on a : |F(z) — F(y)]
alr —yl.
3) On consideére la suite (x,),~, définie par ; =1 et, pour tout n > 1, ona =z, =
F(zy,). -
a) Montrer que, Vn > 1, on a |z,41 — xo| < o]z, — 0.
b) En déduire que la suite (z,), -, converge vers .
Solution : -
1) On a f(z) = F(z) — x, donc f(0) =1et f(m) =1 — 7 < 0. Puisque [ est continue,
le TVI nous assure l'existence d’un réel zy €]0; 7| tel que F'(xy) = zo.
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2) Comme F' est continue et dérivable sur R, donc d’apres le TAF il existe ¢ compris

entre x et y tel que :
F(xz) = F(y) = F'(c)(x —y).

Or F'(z) =acosx,donc on a |F(z) — F(y)| < ajz — y|, ot a = a.
3) On consideére la suite (x,),~, définie par ; =1 et, pour tout n > 1, ona =z, =
F(zy,). -

a) D’apres ce qui précéde on a |z,11 — x| = |F(z,) — F(x)| < o]z, — 20|, pour tout

n>1.

b) En réitérant I'inégalité précédant on trouve |z, 1 —zo| < a”|x;—x¢|. Or lirf a” =0,
n—-roo

donc la suite (x,),, converge vers x.



